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REZIME 

 

U radu je predstavljen pregled odabranih 

hidrodinamiĉkih istraţivanja realizovanih primenom 
numeriĉkih metoda simulacije kretanja podzemnih voda 
pod uticajem rada bunara sa horizontalnim drenovima. 

Na osnovu pristupa u matematiĉkom i hidrauliĉkom 

tretiranju, kao i numeriĉkoj simulaciji bunara sa 

horizontalnim drenovima na modelima, predstavljeni su 

najznaĉajniji aspekti izrade hidrodinamiĉkih modela 
ovog kompleksnog tipa vodozahvatnog objekta. 

Metodologija obuhvata izbor: a) graniĉnih uslova za 

simulaciju prirodnih granica, izvora prihranjivanja i 

dreniranja izdani; b) primenjivanog stepena 

diskretizacije prostora obuhvaćenog modelom u planu i 
profilu; c) numeriĉkih metoda i kodova za izradu 
modela i paketa za simulaciju drenova, zajedno sa 

tehnikama zadavanja drenova; d) unutrašnjih graniĉnih 
uslova kojima se manje ili više uspešno aproksimiraju 
realni uslovi. Dilema izbora unutrašnjeg graniĉnog 
uslova je prepoznata kao najvaţnije pitanje u teoriji 
hidraulike horizontalnih vodozahvatnih objekata 

uopšteno, pa tako i bunara sa horizontalnim drenovima. 
Iako je na relativno malom rastojanju od drena razlika 

izmeĊu primene graniĉnog uslova ravnomernog doticaja 
u dren i ravnomernog pijezometarskog nivoa unutar 

drena praktiĉno zanemarljiva, u okviru istraţivanja 
analiziranih u ovom radu je dominantan stav da je uslov 

ravnomernog nivoa hidrauliĉki adekvatniji. Imajući u 
vidu brojne hidrauliĉke otpore vezane za drenove (u 

prifilterskoj zoni, pri prolasku kroz otvore na filterskoj 

konstrukciji, u unutrašnjosti drenova), kao i 

interferenciju meĊusobnog uticaja drenova na jednom 
bunaru, ni doticaj u dren ni nivo da spoljašnjoj konturi i 
u unutrašnjosti drena nisu linearni niti ravnomerni. 
Stoga je mešoviti graniĉni uslov najpribliţnija 
aproksimacija realnih uslova. U skladu sa tim, treba 

teţiti ukljuĉivanju i analizi uticaja dominantnih 
hidrauliĉkih otpora koji nastaju na putu kretanja 
podzemnih voda kroz unutrašnjost drenova do 

vodosabirnog bunarskog šahta. 
 

Ključne reči: horizontalni bunari, hidraulika bunara, 

analitiĉki modeli, numeriĉki modeli, hidrodinamiĉko 
modeliranje podzemnih voda  

 

1. UVOD 

 

Iako se danas bunari sa horizontalnim drenovima vezuju 

za vodosnabdevanje na raĉun zahvatanja podzemnih 
voda iz zbijenih izdani i izvorišta podzemnih voda ĉiji je 
rad zasnovan na procesu obalske filtracije (eng. 

riverbank filtration, RBF; [21], [41]), njihov istorijat je 

zapravo vezan za eksploataciju teĉnih ugljovodonika. 
Inţenjer Leo Reni (Leo Ranney, 1884–1950) je 

poĉetkom 20–tih godina prošlog veka u SAD 
projekovao izradu objekta za eksploataciju nafte iz 

plitkih i tankih leţišta peskovitog i šljunkovitog 
litološkog sastava, koji bi, zahvaljujući višestruko 
većem pojedinaĉnom kapacitetu, zamenio izradu većeg 
broja vertikalnih bušenih bunara. Koncept vertikalnog 

sabirnog šahta velikog preĉnika i iz njega, pomoću 
hidrauliĉne prese, horizontalno utisnutih filterskih cevi, 
tj. drenova, je eksperimentalno uspešno primenjen 1927. 
godine, nakon ĉega je Renijev patent otkupila 
kompanija Standard Oil Development sa planom dalje 

primene. MeĊutim, usled ekonomske krize i niskih cena 
nafte u SAD, bunar sa horizontalnim drenovima nije 

dobio oĉekivanu širu primenu u industriji eksploatacije 

teĉnih ugljovodonika. 
 

Nekoliko godina kasnije, na Renijev predlog, kao 

urgentna mera za obezbeĊenje potrebne koliĉine pijaćih 
voda za potrebe Londona tokom perioda niskog 
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vodostaja reke Temze 1933. i 1934. godine, izgraĊen je 
bunar sa horizontalnim drenovima. Realizacija 

predloţenog rešenja je omogućila zahvatanje 
neophodnih koliĉina podzemnih voda i uspešno 
prevazilaţenje problema vodosnabdevanja. Izgradnja 
bunara sa horizontalnim drenovima za potrebe 

vodosnabdevanja je privukla paţnju struĉne javnosti za 
ovaj tip vodozahvatnog objekta.  

 

Iako su ideja i pokušaji izgradnje bunara sa 
horizontalnim drenovima postojali i ranije [16], danas se 

ovaj tip vodozahvatnog objekta smatra inţenjerskim 
nasleĊem Lea Renija, zbog ĉega i originalna metoda 
izrade drenova direktnim utiskivanjem filterskih cevi u 

vodonosnim sedimentima nosi njegovo ime. Izgradnja 

bunara sa horizontalnim drenovima za potrebe 

vodosnabdevanja je nastavljena 1936. godine u SAD, 

dok intenzivna izgradnja ovog tipa bunara širom Evrope 
zapoĉinje nedugo nakon Drugog svetskog rata.  
 

Najveći broj bunara sa horizontalnim drenovima za 
potrebe vodosnabdevanja jednog grada je izgraĊen u 
Budimpešti (prema [34], 217 bunara je trenutno u 
funkciji), dok je izvorište podzemnih voda Beograda sa 
99 ovakvih objekata drugo najveće na svetu. Više 
hiljada bunara sa horizontalnim drenovima je do danas 

izgraĊeno širom sveta, dok je u poslednje dve decenije 
primetan porast interesovanja za njihovu izgradnju u 

Aziji.  

 

Na osnovu rezultata izgradnje nekoliko prvih bunara sa 

horizontalnim drenovima u SAD i Evropi, visoki 

kapaciteti su postali svojevrsno merilo za ocenu 

uspešnosti njihove izgradnje, tako da su kapaciteti od 
nekoliko stotina litara u sekundi, a nekada i više od 1 
m

3/s, praktiĉno podrazumevani. MeĊutim, iskustva 
eksploatacije su pokazala drugaĉije rezultate, zbog ĉega 
se javilo pitanje pouzdanijeg definisanja poĉetnog 
kapaciteta bunara sa horizontalnim drenovima u 

razliĉitim hidrogeološkim i hidrološkim uslovima. Kako 
se odgovor na ovo pitanje nije mogao oĉekivati od 
kompanija specijalizovanih za izgradnju bunara, 

zapoĉelo se sa hidrodinamiĉkim istraţivanjima koja su 

se zasnivala na primeni matematiĉkih metoda u oblasti 
dinamike podzemnih voda. Ovakav pristup u 

istraţivanjima je pruţio nauĉnu objektivnost i 
kvantitativan karakter dobijenih rezultata, umesto 

dotadašnjeg mahom empirijskog.  
 

Kretanje podzemnih voda se matematiĉkim putem 
uspešno opisuje pomoću parcijalnih diferencijalnih 

jednaĉina, koje se mogu rešiti analitiĉkim i numeriĉkim 
metodama [4], [52]. U ovom radu biće predstavljena 
relevantna istraţivanja koja se odnose na primenu 
numeriĉkih metoda u oblasti hidraulike bunara sa 

horizontalnim drenovima. Analitiĉki pristup biće 
prikazan u minimalnom obimu, prvenstveno u cilju 

potpunijeg predstavljanja istorijata istraţivanja.  
 

Na razvoj dinamike podzemnih voda u oblasti 

horizontalnih vodozahvatnih objekata, kod kojih je 

duţina filterske konstrukcije po pravilu više stotina puta 
veća od njenog preĉnika, u odreĊenoj meri su uticala 
istraţivanja koja se odnose na horizontalne bušene 
bunare i cevne drenaţe. Iz razloga brojnih sliĉnosti u 
teoriji hidraulike ovih vodozahvatnih objekata sa 

bunarima sa horizontalnim drenovima, u radu će u 
potrebnom obimu biti predstavljeni i rezultati 

najznaĉajnijih istraţivanja realizovanih prvenstveno za 

potrebe remedijacije izdani i odvodnjavanja terena. 

 

2. ANALITIČKI MODELI I NJIHOVO 

POREĐENJE SA NUMERIČKIM METODAMA 

 

Prva hidrodinamiĉka istraţivanja bunara sa 
horizontalnim drenovima su zapoĉeta krajem 40–tih 

godina prošlog veka. Ona su podrazumevala empirijski 
pristup, putem kojeg su istraţivaĉi pokušali utvrditi i u 
vidu matematiĉkih izraza, manje ili više kompleksnih 
jednaĉina, izraziti zavisnost kapaciteta bunara od 
sniţenja nivoa podzemnih voda u izdani, debljine i 

filtracionih karakteristika vodonosne sredine i osnovnih 

tehniĉkih karakteristika vodozahvatnog objekta (broja, 

pojedinaĉne ili ukupne duţine drenova, njihovog 
meĊusobnog ugla). Rezultati ovih istraţivanja su imali 
ograniĉenu primenljivost, najviše iz razloga naglašene 
empirijske prirode parametara sadrţanih u jednaĉinama, 
ĉije su vrednosti dobijene merenjima u okviru jednog 

analiziranog izvorišta ili, ĉešće, u zoni samo jednog 
bunara. Kao takve, one nisu mogle imati opšti znaĉaj. U 

monografiji [2], autori daju detaljan prikaz 

najznaĉajnijih istraţivanja realizovanih tokom 40–tih i 

50–tih godina prošlog veka.  

 

Imajući u vidu ograniĉenja metoda istraţivanja 
primenjivanih sve do kraja 50–tih godina prošlog veka, 
istraţivaĉi nastoje da svoje rezultate uĉine univerzalno 
primenljivim, zbog ĉega poĉinju vršiti laboratorijske 
eksperimente. Zahvaljujući sliĉnosti izmeĊu Darsijevog 
zakona kretanja podzemnih voda u poroznoj sredini i 

Omovog zakona zavisnosti jaĉine struje od napona i 
otpora provodnika, istraţivaĉi poĉinju izraĊivati fiziĉke, 
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elektro–hidrodinamiĉke analogne modele. Istaknut 
doprinos u tom periodu daje [29], [30].  

 

Radeći na problemima vezanim za razvoj beogradskog 
izvorišta podzemnih voda izgradnjom nizova bunara sa 
horizontalnim drenovima uz obale reke Save, [29] 

predstavlja znaĉajan grafiĉki prikaz raspodele kapaciteta 

jednog drena, koji ukazuje da je doticaj u dren najveći 
na kraju drena (uz bušaću glavu) i da se sa 

pribliţavanjem bunarskom šahtu on smanjuje. Ovaj stav 

je tokom narednih decenija proveravan od strane brojnih 

istraţivaĉa i predstavljao je jednu od najĉešćih dilema 

vezanih za hidrauliku bunara sa horizontalnim 

drenovima.  

 

Prekretnicu u hidrodinamiĉkim istraţivanjima bunara sa 
horizontalnim drenovima predstavlja rad [20], u kojem 

je dato analitiĉko rešenje za prognozu sniţenja nivoa 
podzemnih voda u zoni drenova, u izdani sa slobodnim 

nivoom i nivoom pod pritiskom, za stacionarne i 

nestacionarne uslove. Uslovi koje su pretpostavili autori 

[20], a koji predstavljaju razmatrani analitiĉki model, su 
podrazumevali da je izdan konstantne debljine, 

homogenih i izotropnih filtracionih karakteristika, da je 

raspodela proticaja duţ drena (tj. doticaj u dren) 

ravnomerna, dok su gubici na drenu i unutar drena 

zanemareni. Autori su analizirali sluĉaj bunara sa samo 
jednim horizontalnim drenom, zbog ĉega se suštinski 
radi o sluĉaju horizontalnog bunara, a ne bunara sa 

horizontalnim drenovima. Istraţivanje autora [20] je 

dopunio autor [19] i konstatovao da neravnomeran 

doticaj podzemnih voda u drenove, sa konstantnim 

pijezometarskim nivoom unutar drenova, predstavlja 

bolju aproksimaciju realnog stanja od uslova 

ravnomernog doticaja.  

 

Autor [53] je definisao analitiĉko rešenje za proraĉun 
vremena putovanja podzemnih voda do horizontalnog 

bunara u cilju remedijacije izdani (pod pritiskom, 

homogenih filtracionih karakteristika, sa i bez prisustva 

anizotropije). Analitiĉko rešenje je provereno 
numeriĉkom metodom (uz upotrebu MODFLOW i 
MODPATH programa). MODFLOW je najpoznatiji 

raĉunarski kod za simulaciju i analizu procesa kretanja 
podzemnih voda, transporta materije i toplote u 

geološkoj poroznoj sredini, koji je prvobitno bio 

zasnovan na numeriĉkoj metodi konaĉnih razlika. Iako 
je pitanje adekvatnog matematiĉkog predstavljanja 
bunara sa horizontalnim drenovima otvoreno 

decenijama ranije, moţe se reći da od istraţivanja autora 

[53] zapoĉinje intenzivnija struĉna i nauĉna diskusija na 

ovu temu (autori ovog rada su mišljenja da se pitanje 
odnosi na horizontalne vodozahvatne objekte u opštem 
sluĉaju).  
 

U svom radu [54], autori su analizirali sniţenje nivoa 
izdani u zoni hipotetiĉkog horizontalnog bunara. 
Analitiĉki model je podrazumevao homogenu i 

anizotropnu izdan sa slobodnim nivoom. Analitiĉko 
rešenje je testirano numeriĉkim pristupom, primenom 
metode konaĉnih razlika. Simulacija je realizovana u 
MODFLOW programu. Bunar je predstavljen preko oba 

karakteristiĉna graniĉna uslova – ravnomernog proticaja 

(eng. Uniform Flux) i ravnomernog nivoa podzemnih 

voda (eng. Uniform Head). U sluĉaju uslova 

ravnomernog nivoa, unutar svake ćelije koja na modelu 

koja predstavlja bunar, zadata je visoka vrednost 

koeficijenta filtracije kako bi se simuliralo odsustvo 

hidrauliĉkog otpora u unutrašnjosti bunara. Proraĉuni su 
pokazali da je razlika izmeĊu simulacije bunara preko 
dva, matematiĉki potpuno razliĉita, graniĉna uslova 
manja od 10% u pogledu vrednosti potencijala, 

posmatrano u taĉki pored bunara koja se nalazi na 
rastojanju koje je pet puta veće od preĉnika bunara (što 
u najvećem broju sluĉajeva znaĉi rastojanje od oko 1 

m). Sa povećanjem rastojanja od bunara, razlika se 
naglo smanjuje, tako da suštinski postaje zanemarljiva. 

 

Autori [9] predlaţu nov pristup predstavljanja 
horizontalnih bunara u odnosu na tok podzemnih voda 

unutar bunara i vrednost Rejnoldsovog broja, tako da ne 

koriste ni uslov ravnomernog proticaja ni ravnomernog 

nivoa. Analitiĉki model je obuhvatio horizontalni bunar 

ispod reke, koji je predstavljen pristupom 

„ekvivalentnog koeficijenta filtracije“ unutar bunara. 
Stavovi autora u pogledu izbora graniĉnog uslova su 
rigorozniji u odnosu na ranija shvatanja. Naime, autori 

istiĉu da u bunaru uvek postoje hidrauliĉki gubici, zbog 
ĉega se unutrašnji graniĉni uslov ravnomernog nivoa ne 

moţe primenjivati. Za uslov ravnomernog doticaja 
navode da je, prema teoriji, pijezometarski nivo unutar 

bunara najmanji na njegovoj sredini, dok je u praksi od 

uvek najniţi na kraju bunara na kojem je smeštena 
pumpa. Stoga, ni jedan od dva tipiĉna graniĉna uslova 
(ravnomernog proticaja i ravnomernog nivoa) nije 

valjan i neadekvatno predstavlja realnu raspodelu 

proticaja i pijezometarskog nivoa duţ bunara.  
 

Da bi izbegli upotrebu graniĉnog uslova ravnomernog 
proticaja i ravnomernog nivoa, autori [9] primenjuju 

koncept hidrauliĉki ekvivalentne porozne sredine unutar 

bunara. Pored otpora kretanju podzemnih voda u 
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prifilterskoj zoni bunara (bilo kakva da je njena geneza i 

debljina) javlja se i gubitak usled konvergencije, tj. 

suţenja toka podzemnih voda i koncentrisanja strujnica, 
odnosno prelaska iz radijalnog difuznog u strujanje koje 

se sve više usmerava prema otvorima na filterskoj 
konstrukciji. Zatim, dolazi do gubitka prilikom prelaska 

iz porozne sredine kroz otvore na filteru prema 

unutrašnjosti filterske cevi drena, kao i otpora na trenje 
o zidove bunarske konstrukcije i unutrašnjeg trenja same 
teĉnosti.  
 

Jasno je da neki od navedenih gubitaka imaju samo 

teorijski znaĉaj, dok se u praktiĉnim problemima oni 
zanemaruju ili posmatraju kao ukupni otpori u 

prifilterskoj zoni i na filterskoj konstrukciji bunara. Sa 

druge strane, gubitke unutar bunara/drena je moguće 
odrediti, iako najĉešće aproksimativno. Nakon 
definisanja analitiĉkog modela sa objedinjenim 

komponentama otpora i toka na bunaru i unutar bunara, 

autori [9] verifikuju analitiĉko rešenje na izraĊenom 
fiziĉkom, tzv. „sandbox“ modelu, a potom i na 
numeriĉkom modelu. 
 

Pored navedenih gubitaka, autori [49] konstatuju da 

dolazi do kinematskih gubitaka energije usled promena 

smera kretanja strujnica kada one iz smera upravnog na 

osu bunara prelaze u aksijalni smer, kada dolazi i do 

gubitka usled smanjenja efektivnog hidrauliĉkog 
preĉnika cevi, i na kraju i do gubitka usled kinematskog 

efekta povećanja brzine kretanja vode u smeru toka.  
 

U ĉlanku [45], autori definišu analitiĉko rešenje za 
kretanje podzemnih voda prema drenaţi. Rešenje 
testiraju numeriĉkim pristupom i metodom konaĉnih 
razlika. Tom prilikom koriste numeriĉki paket Drain za 

simulaciju drenaţe u MODFLOW–2000 kodu. Drenaţa 
je predstavljena unutrašnjim graniĉnim uslovom sa 
zadatim ravnomernim pijezometarskim nivoom. 

 

3. NUMERIČKI PRISTUP U 
HIDRODINAMIČKIM ISTRAŽIVANJIMA 

 

Numeriĉki pristup u hidrodinamiĉkim istraţivanjima 
bunara sa horizontalnim drenovima podrazumeva izradu 

detaljnih hidrodinamiĉkih modela koji su zasnovani na 
primeni jedne od numeriĉkih metoda rešavanja sistema 
parcijalnih diferencijalnih jednaĉina. Najĉešće 
numeriĉke metode zastupljene u primenjenom 

modeliranju podzemnih voda su: metoda analitiĉkih 
elemenata, metoda graniĉnih elemenata, metoda 
konaĉnih razlika, metoda konaĉnih elemenata i metoda 

konaĉnih zapremina [52], [5]. U poslednjih 30–tak 

godina, numeriĉki modeli su dali veliki doprinos razvoju 
kvantitativne hidrogeologije.  

 

Autori [35] su sproveli hidrodinamiĉko istraţivanje 
putem izrade numeriĉkog modela, za potrebe 
projektovanja hidrauliĉke barijere („zavese“) koja bi 

pruţila zaštitu analiziranom izvorištu podzemnih voda 
od potencijalnog zagaĊenja od strane obliţnje deponije 
rafinerije nafte, koja se nalazila u zaleĊu jednog od dva 
bunara sa horizontalnim drenovima. Rad analiziranog 

izvorišta je zasnovan na principu obalske filtracije na 
raĉun prihranjivanja iz reke, dok je intenzitet 
prihranjivanja u zoni oba bunara uvećan izgradnjom 
infiltracionih kanala koji ih okruţuju. Bunari imaju po 
dva drena, orijentisana paralelno sa rekom. U cilju 

ispitivanja efikasnosti i optimalne lokacije hidrauliĉke 
zavese, ĉiji bi zadatak bio da zahvati podzemne vode 
opretećene zagaĊenjem pre nego što dospeju do bunara, 
autori su formirali 2D hidrodinamiĉki model. Model je 
uraĊen po metodi konaĉnih elemenata, sa mreţom 
diskretnih polja trougaonog oblika u planu. Veliĉina 
diskretnih polja je promenljiva u prostoru obuhvaćenom 
modelom, tako da se polja najmanjih dimenzija nalaze u 

zoni bunara sa horizontalnim drenovima. Na modelu su 

simulirani nestacionarni uslovi kretanja podzemnih 

voda. Bunar sa horizontalnim drenovima je simuliran 

preko tri vertikalna bunara, postavljena tako da se dva 

nalaze na krajevima drenova a treći na mestu bunarskog 
šahta, tj. u centru simuliranog realnog bunara. Svaki od 
tri ekvivalentna vertikalna bunara zahvata po 1/3 

ukupnog kapaciteta bunara. Hidrauliĉku zavesu na 
modelu predstavlja jedan vertikalni bunar, ĉiji je 
minimalni i konstantan kapacitet crpenja utvrĊen 
analizom strujne slike, koja je dobijena kao rezultat 

realizacije prognoznih proraĉuna na modelu. 
 

Za potrebe analize optimalne duţine filterske 
konstrukcije horizontalnog bunara, kao i kapaciteta 

crpenja koji bi rezultirao ţeljenim sniţenjem nivoa 
podzemnih voda i zahvatanja zagaĊenja izdani ispod 
tela deponije, autori [48] koriste numeriĉki pristup i 
formiraju hidrodinamiĉki model. Model je izraĊen u 
MODFLOW programu i metodi konaĉnih razlika. Na 

višeslojnom modelu je horizontalni bunar predstavljen 
na osnovu principa ekvivalentne porozne sredine, uz 

upotrebu Drain numeriĉkog paketa, dizajniranog za 
simulaciju drenaţa i drugih horizontalnih vodozahvatnih 
objekata. Autori su pretpostaviti da je doticaj 

podzemnih voda duţ drena linearna funkcija udaljenja 
od pumpe (postavljene na jednom kraju bunara). 
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Simulirani su nestacionarni uslovi filtracije podzemnih 

voda. Za potrebe kalibracije je korišćen veći broj 
raspoloţivih pijezometara. Na formiranom modelu, 

autori ispituju da li i pod kojim uslovima jedan 

horizontalni bunar moţe u pogledu efikasnosti 
zahvatanja zagaĊenja zameniti 20 postojećih vertikalnih 
cevastih bunara, rasporeĊenih oko deponije. Cevasti 
bunari su simulirani pomoću Well numeriĉkog paketa, 
zadavanjem kapaciteta crpenja. Prihranjivanje izdani je 

simulirano pomoću Recharge paketa, namenjenog 

zadavanju elemenata vertikalnog bilansa, tj. 

prihranjivanja izdani na raĉun infiltracije voda 
atmosferskih taloga i dreniranja izdani putem 

isparavanja sa površine nivoa izdani. 
 

Zahvaljujući modularnoj prirodi MODFLOW koda, 
autori [27] su izvršili izmene u njegovom Well 

numeriĉkom paketu u cilju sprovoĊenja preciznije i 
verodostojnije simulacije bunara na hidrodinamiĉkom 
modelu. Izmenama su omogućili prelazak sa 
uobiĉajenog pristupa hidrauliĉki ekvivalentnog bunara 
na simulaciju bunara bliţeg realnijim uslovima, tj. 
bunara ĉiji rad je praćen hidrauliĉkim otporima. Ovaj 
prelazak je izvršen tako što je bunar na modelu 
predstavljen kretanjem podzemnih voda kroz cev, uz 

matematiĉko povezivanje razmene podzemnih voda 
izmeĊu diskretnih polja/ćelija koje predstavljaju izdan i 
polja koja predstavljaju bunar (slika 1). Pristup je 

nazvan „teorija povezanih ćelija“ i imao je znaĉajan 
uticaj na dalji razvoj teorije modeliranja bunara.  

 

U ĉlanku [46], autori su formirali numeriĉki model 
kretanja podzemnih voda i transporta materije u 

MODFLOW i MT3D okruţenju, u cilju poreĊenja 
efikasnosti vertikalnih i horizontalnih bunara u svrhe 

remedijacije izdani. Horizontalni bunar je na modelu 

predstavljen zadavanjem graniĉnog uslova ravnomernog 

nivoa, dok je kapacitet bunara kalibrisana veliĉina koja 
je iterativnim proraĉunima usaglašena sa poznatom 
vrednošću kapaciteta i nivoima podzemnih voda u 
izdani. Autori navode da je ovakav naĉin simulacije 
bunara precizan u dovoljnoj meri, jer su kapaciteti 

većine horizontalnih bunara izvedenih za potrebe 
remedijacije izdani mali, zbog ĉega smatraju da su mali 
i gubici duţ unutrašnjosti bunara. Iz ovog proizilazi da 
se u takvim sluĉajevima hidrauliĉki otpori u bunaru 
mogu zanemariti. Rezultat do kojeg su autori došli je u 
saglasnosti sa stavovima ranijih istraţivanja koji govore 
da se kod horizontalnih bunara doticaj u bunar povećava 
na onom kraju na kojem se nalazi bunarska pumpa. 

Ovakav zakljuĉak je u saglasnosti i sa promenom 

doticaja u vertikalni bunar, ali je u suprotnosti sa 

rasporedom doticaja duţ vodoprijemnih delova 
konstrukcije bunara sa horizontalnim drenovima.  

 

 

Slika 1. Ilustracija „teorije povezanih ćelija“ (Lieuallen–
Dulam & Sawyer, 1997; prilagoĊeno) 

 

U cilju analize zagaĊenja izdani autori [17] formiraju 

numeriĉki hidrodinamiĉki model (u MODFLOW kodu). 
Analiza transporta zagaĊenja je uraĊena u MT3D 
programu, dok je analiza polja brzina podzemnih voda 

izvršena pomoću MODPATH programa i „particle 

tracking“ tehnike. Na osnovu simulacije opitnog crpenja 
bunara sa horizontalnim drenovima i povratka nivoa na 

modelu, identifikovao je prisustvo izraţene anizotropije 
u aluvijalnim sedimentima. Model je imao dimenzije 

2,0x2,0 km, sa osnovnom mreţom diskretnih polja 
dimenzija 100x100 m, koja je u zoni većeg interesa 
dodatno diskretizovana tako što su osnovna polja 
smanjena za 50%. Autori ne navode na koji naĉin 
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simuliraju bunar na kojem je formirano 16 drenova u 

dvema lepezama. Na osnovu analize predstavljene 

strujne slike, moţe se pretpostaviti da je bunar na 
modelu zadat kao ekvivalentan cevasti bunar velikog 

preĉnika, sa konstantnim kapacitetom crpenja. Reka je 
simulirana preko graniĉnog uslova konstantnog nivoa. 
 

Istraţivanje [3] ima izuzetan znaĉaj za razvoj teorije 
primenjenog modeliranja bunara sa horizontalnim 

drenovima, imajući u vidu da autori predlaţu nov i 
efikasan pristup simulacije kretanja podzemnih voda 

prema bunaru. Numeriĉka metoda koju autori koriste je 
metoda analitiĉkih elemenata. Metodologija koju su 
autori razvili omogućava ukljuĉivanje svih aspekata koji 
ĉine jedinstven i kompleksan graniĉni uslov „dren“, 
ukljuĉujući otpore u prifilterskoj zoni drena (na 
njegovoj spoljašnjoj konturi), kao i unutrašnje gubitke 

na raĉun trenja usled kretanja podzemnih voda unutar 

drenova. Formirani model je višeslojevit, pri ĉemu 
slojevi imaju razliĉite vrednosti koeficijenta filtracije, 
što predstavlja unapreĊenje u odnosu na dotadašnje 
analitiĉke modele.  
 

Doticaj u dren je odreĊen sliĉno naĉinu na koji ga u 

svom radu definišu autori [36], preko parametra koji 

predstavlja otpor infiltraciji podzemnih voda iz 

vodonosne sredine u dren. Drenovi su simulirani kao 

linijski analitiĉki elementi sa geometrijskim 
karakteristikama koje odgovaraju realnim drenovima. 

Inicijalno je odabran graniĉni uslov ravnomernog nivoa 
u drenu. MeĊutim, sa ukljuĉenjem otpora u prifilterskoj 
zoni i gubitaka usled trenja u unutrašnjosti drena, 
prvobiti graniĉni uslov postaje mešoviti graniĉni uslov 
(uslov treće vrste). Proraĉun gubitaka unutar drena 
autori vrše pomoću Darsi–Vajzbahove jednaĉine [33]. 
Budući da vrednost koeficijenta trenja nije poznata za 

bunarske filterske cevi, autori definišu i usvajaju 
vrednost zasnovanu na vrednosti Rejnoldsovog broja. 

Rezultati pokazuju da se uticaj otpora na trenje unutar 

filterske konstrukcije povećava sa povećanjem duţine 
drenova. Ipak, za uobiĉajene duţine drenova (50–60 m) 

i kapacitete pojedinaĉnih drenova do oko q=35 l/s, 
unutrašnji otpori su praktiĉno zanemarljivi (slika 2).  

 

U ĉlanku [31], na numeriĉkom modelu zasnovanom na 
primeni metode konaĉnih razlika autori analiziraju 

horizontalni bunar u zbijenoj izdani, male debljine. 

Konstatuju da se u analiziranom hidrogeološkom 
sistemu razlikuju tri komponente toka podzemnih voda: 

a) kretanje u izdani pod uticajem izvora prihranjivanja i 

dreniranja, b) kretanje prema bunaru i c) kretanje unutar 

samog bunara. Sve otpore koji postoje na spoljnoj 

konturi bunara, zajedno sa otporima na ulasku vode kroz 

perforacije na filterskoj konstrukciji autori predstavljaju 

preko empirijskog parametra koeficijenta hidrauliĉke 
provodljivosti. Ovaj parametar u sebi objedinjuje 

geometriju vodoprijemnog dela bunara, zajedno sa 

filtracionim karakteristikama i debljinom prifilterske 

zone. Objedinivši otpore na bunaru sa gubicima unutar 
bunara (koji su sraĉunati preko Hazen–Vilijamsove 

formule, [42]) autori su kvantifikovali veliĉinu pada 
pijezometarskog nivoa i zakljuĉili da graniĉni uslov 
ravnomernog proticaja nije utemeljeno koristiti u sluĉaju 
iole znaĉajnije duţine horizontalnih bunara.  
 

 

Slika 2. Zavisnost kapaciteta bunara od duţine drenova i 
uticaja unutrašnjeg otpora (Bakker et al., 2005) 

 

Autor [47] je simulirao rad bunara sa horizontalnim 

drenovima, koji je izgraĊen u peskovito–šljunkovitim 
sedimentima. Numeriĉki model je izraĊen primenom 

MODFLOW koda. Bunar ima sedam drenova, 

promenljivih duţina, preĉnika 0,3 m. Na modelu je 
simuliran opit crpenja koji je realizovan konstantnim 

kapacitetom. Model ima osam hidrodinamiĉkih slojeva, 
dok diskretna polja imaju promenljive dimenzije, od 

60x60 m do 6x6 m. Reka je zadata preko graniĉnog 
uslova konstantnog nivoa u poljima koja odgovaraju 

njenom realnom rasprostranjenju. Drenovi su simulirani 

pomoću Drain paketa. Nakon kalibracije modela, vršeni 
su prognozni proraĉuni zadavanjem razliĉitih kapaciteta 
bunara, razliĉitih vrednosti propusnosti reĉnog dna i 
vrednosti koeficijenta filtracije vodonosne sredine. U 

radu nije pruţeno dovoljno informacija o vrednostima 
zadatih parametara za simulaciju drenova, dok se moţe 
zakljuĉiti da je šematizacija mreţe diskretnih polja u 
zoni bunara bila isuviše gruba.  
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U Kini se gradi specifiĉan vid horizontalnog 
vodozahvatnog objekta, koji se sastoji od vodosabirnih 

komora izgraĊenih u nizu paralelno obali reke, iz kojih 

su u utisnuti drenovi i koje su meĊusobno povezane 
cevima velikog preĉnika (tzv. galerijama). Ceo sistem 

drenova, komora i galerija je povezan sa jednim velikim 

vodosabirnim šahtom iz kojeg se vrši crpenje 
zahvaćenih podzemnih voda. Autori [51] su simulirali 

rad jednog takvog vodozahvatnog objekta na 

numeriĉkom modelu, primenom metode konaĉnih 
razlika. Kretanje zahvaćenih podzemnih voda unutar 
vodozahvatnog objekta je tretirano pristupom 

ekvivalentne porozne sredine, odnosno ekvivalentne 

vrednosti koeficijenta filtracije unutar bunara.  

 

Autori [51] su se opredelili za navedeni pristup na 

osnovu toga što su utvrdili da u bunaru postoji više 
reţima toka podzemnih voda (laminarni, prelazni i 
turbulentni), zajedno sa padom pijezometarskog nivoa. 

Smatraju da je u takvim uslovima teško odrediti u kojim 
bi delovima kompleksnog vodozahvatnog objekta 

trebalo zadati uslov ravnomernog nivoa, a u kojima 

uslov ravnomernog proticaja. Dodatno, autori su 

definisali razliĉite vrednosti ekvivalentnog koeficijenta 

filtracije za pojedine delove bunara, u zavisnosti od 

vrednosti brzina kretanja voda, Rejnoldsovog broja i 

koeficijenta otpora na trenje.  

 

Naknadno, autori [50] na formiranom modelu vrše 
analizu svih pet vrsta reţima kretanja voda u cevima. 
Doticaj u vodoprijemne delove bunara tretiraju suštinski 
na isti naĉin kao što to ĉine autori [36] analitiĉkim 
pristupom, odnosno [3] i [31] numeriĉkim metodama. 
 

2007. godina je godina kada zapoĉinje ciklus 
hidrodinamiĉkih istraţivanja bunara sa horizontalnim 
drenovima na beogradskom izvorištu podzemnih voda. 
Jedna od najznaĉajnijih komponenti multidisciplinarnih 

istraţivanja problema opadanja kapaciteta bunara, 
pokrenutih 2005. godine od strane Instituta za 

vodoprivredu „Jaroslav Ĉerni“ iz Beograda, bila je 
hidrodinamiĉka analiza na numeriĉkim modelima [12]. 

Za potrebe matematiĉki verodostojne simulacije 

drenova, kao i njihove prostorne orijentacije izraĊen je 
namenski softver za numeriĉko modeliranje u metodi 
konaĉnih elemenata (Lizza i PAK–P, [12]; kasnije 

unapreĊen u metodu konaĉnih razlika, [15]), budući da 
je ova metoda obezbeĊivala znatno veću fleksibilnost u 

pogledu prilagoĊavanja nestrukturirane mreţe diskretnih 
polja trasama drenova. Drenovi su predstavljeni 1D 

elementima, pri ĉemu je filterska konstrukcija drena 

podeljena na veći broj delova. Oko 1D elemenata 
prisutna je 3D zona koja predstavlja hidrauliĉku vezu 
izmeĊu filterske konstrukcije drenova i sedimenata 
porozne sredine (a koja suštinski predstavlja prifiltersku 
zonu drenova, slika 3). Softver i metodologija 

predstavljanja drenova su verifikovani na primeru 

bunara RB–8, na kojem su 2006. godine utisnuti novi 

drenovi.  
 

 

Slika 3. Grafiĉki prikaz graniĉnog uslova Dren  

(Dimkić et al., 2007; prilagoĊeno) 
 

U radu [37], autori koriste numeriĉku metodu analitiĉkih 
elemenata za simulaciju realnog bunara sa horizontalnim 

drenovima u izdani sa slobodnim nivoom, lociranim uz 

obalu reke. Cilj istraţivanja je bila analiza odnosa 
sniţenja nivoa podzemnih voda i kapaciteta bunara, 
zatim efekata razliĉitih konfiguracija drenova, 
filtracionih karakteristika izdani i koeficijenta 

hidrauliĉke provodljivosti drenova na kapacitet bunara. 

Na modelu su drenovi predstavljeni kao linijski 

analitiĉki elementi, sa graniĉnim uslovom ravnomernog 
nivoa (na naĉin sliĉan sa [3]). Usvojeno je da je 
pijezometarski nivo unutar drenova jednak nivou u 

vodosabirnom bunarskom šahtu, kao i da otpori unutar 

drenova imaju zanemarljiv uticaj na pad nivoa. 

Realizacija proraĉuna na modelu je za rezultat imala 
raspodelu doticaja u drenove, koja pokazuje da je 

doticaj neravnomeran i da se smanjuje posmatrano od 

kraja drenova prema bunarskom šahtu (odnosno, 
povećava sa udaljenjem od šahta sve do kraja drena uz 
bušaću glavu, što je u skladu sa stavovima autora [29]).  

 

U cilju provere dobijenih rezultata i primenljivosti 

formiranog modela analitiĉkih elemenata i upotrebljenih 
graniĉnih uslova, autori [37] su formirali višeslojeviti 
model na osnovu metode konaĉnih razlika. Jedno od 
najvećih ograniĉenja u primeni metode konaĉnih razlika 
u simulaciji bunara sa horizontalnim drenovima je 

vezano za mreţu diskretnih polja i prostornu orijentaciju 

drenova. Naime, po pravilu, drenovi se nalaze pod 
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odreĊenim uglom u odnosu na pravougaonu mreţu 
diskretnih polja, zbog ĉega je potrebno vršiti dodatna 
prilagoĊavanja mreţe u cilju smanjenja uticaja ovog 
ograniĉenja u geometrijskom predstavljanju bunara na 

rezultate modela. Najĉešća tehnika za ublaţavanje 
uticaja ovog ograniĉenja je dodatna diskretizacija 
prostora u zoni bunara, koja ima negativnu posledicu u 

vidu smanjenja raĉunarske efikasnosti (povećanja 
duţine trajanja proraĉuna, potrebe za većim resursima 

raĉunara, potencijalno i numeriĉkih nestabilnosti pri 
konvergenciji rešenja). U analiziranom sluĉaju, 
proraĉunska polja su imala generalno male dimenzije 

(1x1 m), zbog ĉega nije vršena dodatna diskretizacija. 
Da bi dodatno redukovali uticaj orijentacije drenova, 

autori su povećali broj polja u kojima su zadali drenove, 
uz istovremeno smanjenje vrednosti hidrauliĉke 
provodljivosti drenova (slika 4). Drenovi su zadati kao 

graniĉni uslov treće vrste, preko General Head 

Boundary numeriĉkog paketa u MODFLOW kodu.  

 

 
 

Slika 4. Primer prevazilaţenja ograniĉenja metode 
konaĉnih razlika u simulaciji bunara sa horizontalnim 
drenovima (Patel et al., 2010; prilagoĊeno) 
 

U ĉlanku [18], autori navode da je graniĉni uslov treće 
vrste adekvatan za predstavljanje bilo kog horizontalnog 

vodozahvatnog objekta na numeriĉkim modelima. 
Suština primene ovog graniĉnog uslova je u tome da se 
doticaj u vodozahvatni objekat ostvaruje kao funkcija 

razlike izmeĊu pijezometarskog nivoa u izdani i nivoa 
unutar drena (horizontalnog bunara ili drenaţe), dok na 

veliĉinu doticaja utiĉe propusnost prifilterske zone. 
Ovakva koncepcija graniĉnog uslova za vodozahvatni 
objekat je analogna graniĉnom uslovu na modelima 

kojima se matematiĉki predstavlja reka, tako što se 
prihranjivanje izdani iz pravca reke odvija na raĉun 
razlike nivoa vode u reci i nivoa podzemnih voda 

neposredno ispod njenog korita, dok intenzitet 

prihranjivanja zavisi od debljine i filtracionih 

karakteristika sedimenata istaloţenih na dnu korita reke.  
 

U svom radu [25], autori istiĉu da je u okviru 
hidrodinamiĉke analize kretanja podzemnih voda prema 
bunaru sa horizontalnim drenovima potrebno analizirati 

sve tri karakteristiĉne komponente toka podzemnih voda 
(u saglasnosti sa stavom autora [31]): regionalno 

kretanje podzemnih voda koje je pod uticajem graniĉnih 
uslova (izvan uticaja rada bunara), lokalno kretanje u 

okviru domena modela koji je pod direktnim uticajem 

rada bunara i na ulasku u sam bunar (tj. filtersku 

konstrukciju drena), kao i domena unutrašnjih 
hidrauliĉkih uslova i otpora unutar samih drenova 

bunara. Autori smatraju da je uticaj otpora na 

spoljašnjoj konturi drenova (u prifilterskoj zoni i na 
ulasku u dren kroz perforacije na filterskoj konstrukciji) 

neophodno analizirati zajedno sa unutrašnjim otporima 
u drenovima. Konceptualni model koji su izradili autori 

[25] je tretirao samo unutrašnje otpore na raĉun trenja o 
zidove filterskih cevi drenova, a koji zavise od vrednosti 

Rejnoldsovog broja i hrapavosti cevi.  

 

Autori [25] dele mišljenje autora [3] i autora [31], da se 

svi otpori u prifilterskoj zoni drenova i na ulasku u 

filtersku konstrukciju mogu uspešno predstaviti i u 
proces kretanja podzemnih voda matematiĉki ukljuĉiti 
preko hidrauliĉkog parametra koeficijenta propusnosti 
drenova. IzraĊeni numeriĉki model zasnovan na metodi 
konaĉnih elemenata analizira promenljive reţime 
kretanja voda unutar drenova, ukljuĉujući tehniĉko–
hidrauliĉke karakteristike drenova koje nisu bile 
analizirane u dotadašnjim hidrodinamiĉkim studijama. U 
cilju objedinjavanja jednaĉine za kretanje podzemnih 
voda prema drenovima sa jednaĉinom za kretanje unutar 
drenova, autori koriste iterativan postupak koji, 

suštinski, predstavlja analizu osetljivosti parametara koji 

uĉestvuju u predmetnim jednaĉinama. Predstavljeni 
konceptualni model je kasnije primenjen na primeru 

realnog bunara ([26], slika 5).  

 

Na primeru ranije analiziranog bunara RB–8, autori [14] 

kvantifikuju efekte procesa starenja tako što na 
hidrodinamiĉkom modelu simuliraju više testova crpenja 
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i analiziraju promenu vrednosti koeficijenta propusnosti 

za svaki od novih drenova. Tom prilikom, primenjen je 

unutrašnji graniĉni uslov ravnomernog pijezometarskog 
nivoa. Uticaj unutrašnjeg otpora na pad pijezometarskog 
nivoa nije analiziran, uz stav autora da je zanemaren iz 

razloga niskih vrednosti brzina podzemnih voda.  
 

 

Slika 5. (a) Šematizacija prostora obuhvaćenog 
numeriĉkim modelom u planu i profilu, sa graniĉnim 
uslovima; (b) diskretizacija uţe zone simuliranog bunara 
sa horizontalnim drenovima (Lee et al., 2012) 

 
Za potrebe analize optimalnog rasporeda drenova na dva 

bunara ĉija je izgradnja predviĊena u okviru postojećeg 
izvorišta, zajedno sa procenom kapaciteta izvorišta, 
autori [32] su formirali 2D i 3D hidrodinamiĉke modele, 

prema metodi analitiĉkih elemenata. Regionalni model 

je uraĊen kao 2D, dok je lokalni model sadrţao i 
vertikalnu komponentu kretanja podzemnih voda (3D). 

Dva modela su meĊusobno povezana na naĉin koji je 

sliĉan Telescopic Mesh Refinement tehnici koja se 

koristi u hidrodinamiĉkim istraţivanjima na modelima 

izraĊenim u MODFLOW programu. Na modelu su 
analizirane lokacije izgradnje bunara u pogledu 

raspoloţivog resursa podzemnih voda, broja, duţina i 

kota utiskivanja drenova, procentualnog uĉešća 
površinskih voda u ukupno zahvaćenim podzemnim 

vodama i veliĉine doticaja po jedinici duţine drena. 
Drenovi su predstavljeni kao analitiĉki elementi, pri 
ĉemu je svaki od njih bio podeljen na više segmenata 
male duţine kako bi se omogućila promena veliĉine 
doticaja duţ drena. Matematiĉki izraz za unutrašnji 
graniĉni uslov je jednak onom koji koriste [18].  

 

U cilju ispitivanja uticaja zahvatanja podzemnih voda i 

rada ustave na reci na hidrodinamiĉki reţim podzemnih 
voda, autori [55] su formirali numeriĉki hidrodinamiĉki 
model. Da modelu su analizirana dva procesa: širenje 

nadizdanske zone i kolmiranje dna korita reke. 

Aluvijalni sedimenti izdani su na modelu intenzivno 

diskretizovani u profilu. Debljina sloja u kojem su 

utisnuti drenovi bunara odgovara preĉniku drenova (0,2 
m). U planu, mreţa diskretnih polja ima promenljivu 

diskretizaciju, koja je formirana tako da u zoni bunara sa 

horizontalnim drenovima i zoni reke polja imaju manje 

dimenzije. Kalibracija modela je vršena automatskim 
postupkom. Naĉin zadavanja bunara je bio specifiĉan: u 
zoni rasprostranjenja drenova zadata je zona sa većom 
propusnošću, dok je graniĉni uslov druge vrste zadat u 
vidu vertikalnog bunara na mestu bunarskog šahta sa 
kapacitetom koji odgovara izmerenom i vremenski 

promenljivom kapacitetu bunara. Suštinski, reĉ je o 
pristupu simulacije bunara sa horizontalnim drenovima 

kao ekvivalentnog vertikalnog bunara velikog preĉnika. 
Analiza kolmiranja reĉnog dna nije vršena za ĉitav 
domen modela, već samo za površine u zoni dva bunara. 
Usvojeno je da se kolmiranje reĉnog dna ne odvija 
kontinualno, već povremeno. Mehanizam koji je 

simuliran na modelu je takav da se taloţenje sedimenata 
korita odvija u toku leta, kada je brana na reci podignuta 

u cilju obezbeĊenja viših vodostaja u reci i nivoa 
podzemnih voda u izdani (i tim putem stabilnosti rada 

vodozahvatnih objekata). Erozija kontakta reke i izdani 

se odvija u periodima kada je ustava na reci spuštena i u 
periodima intenzivnih padavina i većih vodostaja i 
proticaja na reci. Rezultati kalibracije modela su ukazali 

da je: efikasnost rada bunara prvenstveno uslovljena 

kolmiranjem reĉnog korita, stvaranje zone aeracije ispod 
dna korita u najvećoj meri uslovljeno propusnošću 
korita, upravljanje vodostajem reke preko brane ima 

uticaja na rad bunara samo u periodima kada je 

propusnost dna korita veća.  
 

Na hidrodinamiĉkom modelu autori [1] su simulirali 

opit testiranja bunara sa horizontalnim drenovima. Tom 
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prilikom, autori su bunar predstavili preko modela 

dualnog kontinuuma. Pristup se zasniva na primeni 

izraţeno razliĉitih vodopropusnosti za izdan i bunar. 
Autori koriste analogiju kaverni i kanala u stenama 

karstne izdani, kod kojih postoji jasan kontrast 

propusnosti u odnosu na okolnu stensku masu. Model, u 

hidrauliĉkom smislu, koncipira istraţni prostor kao dve 
sredine koje su u interakciji, tako što se bunar 

„prihranjuje“ doticajem iz izdani na raĉun razlike u 
pijezometarskim nivoima. Na ovaj naĉin, bunar deluje 

kao izvor dreniranja izdani u privilegovanim pravcima, 

koji odgovaraju prostornom poloţaju drenova. Autori 
koriste matematiĉki izraz za kapacitet bunara koji zavisi 

od razlike izmeĊu nivoa u bunaru i nivoa u izdani, 

zajedno sa empirijskim koeficijentom provodljivosti (ili 

kako ga autori nazivaju „koeficijentom razmene toka“, 
eng. coefficient of flow exchange). Kalibracija modela je 

vršena pomoću statistiĉkih pokazatelja usklaĊenosti 
rezultata proraĉuna sa vrednostima nivoa podzemnih 
voda izmerenim na terenu.  

 

Autor [24] koristi pristupe koje su razvili [18] i [3] 

upotrebom metode analitiĉkih elemenata, da na 
numeriĉkom modelu razvijenom u metodi konaĉnih 
razlika i MODFLOW kodu predstavi hidrauliĉki 
parametar otpora infiltraciji podzemnih voda iz izdani u 

dren. U skladu sa pristupom analitiĉkih elemenata, svaki 
od drenova je predstavljen preko niza diskretnih 

intervala u okviru kojih je zadat unutrašnji graniĉni 
uslov. Za potrebe simulacije drenova na modelu autor je 

koristio Drain i MNW2 numeriĉke pakete. Dodatno, 

autor je razvio proraĉunsku interpolacionu šemu prema 
kojoj je moguće prevazići ograniĉenje numeriĉke 
metode konaĉnih razlika tako da se i pored toga što 
diskretna polja u kojima se zadaje graniĉni uslov nisu 
uklaĊena sa prostornom orijentacijom drenova, 
korekcijama u kodu programa, kao rezultat proraĉuna 
dobijaju pijezometarski nivoi duţ stvarne trase drenova. 
Stepen usklaĊenosti proraĉunske i stvarane trase drena 

zavisi prvenstveno od broja diskretnih delova na koje je 

podeljen analitiĉki element (slika 6).  

 

U radu [22], autori sprovode numeriĉku hidrodinamiĉku 
analizu u cilju definisanja optimalnog kapaciteta bunara 

sa horizontalnim drenovima pri kojem bi sniţenje nivoa 
podzemnih voda na odreĊenom rastojanju od bunara 
bilo manje od unapred definisane vrednosti. 

Hidrodinamiĉki model je izraĊen u MODFLOW 

programu, sa promenljivom veliĉinom proraĉunskih 
polja u planu (slika 7). Slojevi na modelu su detaljno 

diskretizovani, tako da sloj u kojem su utisnuti drenovi 

ima debljinu jednaku preĉniku drenova. Drenovi na 
modelu su simulirani preko Drain numeriĉkog paketa, 
pri ĉemu su filtracione karakteristike unutrašnjosti drena 
zadate sa nekoliko hiljada puta većom vrednošću u 
odnosu na vrednost koeficijenta filtracije vodonosne 

sredine, kako bi se simuliralo kretanje voda kroz cevi 

(tj. bez otpora, za razliku od kretanja kroz poroznu 

sredinu). Kalibracija modela je sprovedena preko 

statistiĉkih pokazatelja za reziduale pijezometarskog 

nivoa. U cilju analize uticaja bunara na nivo izdani, 

analizirani su razliĉiti scenariji konfiguracije drenova, 
poloţaja drenova u profilu izdani, kapaciteta bunara i 
pojedinaĉnog kapaciteta drenova, kao i „radnog nivoa“ 

(nivoa podzemnih voda u bunarskom šahtu).  

 

 

Slika 6. Uticaj razliĉite veliĉine diskretnih polja u zoni 

drenova simuliranih preko MNW2 paketa (Kelson, 2012) 
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Slika 7. Primer diskretizacije prostora obuhvaćenog hidrodinamiĉkim modelom sa visokom rezolucijom diskretnih polja 

u zoni bunara sa horizontalnim drenovima (Ismail et al., 2012; prilagoĊeno) 

 

Poĉetni kapacitet bunara sa horizontalnim drenovima su 
na hidrodinamiĉkom modelu analizirali [40], na primeru 
bunara RB–8m, koji je izgraĊen na izvorištu podzemnih 

voda Beograda. Model je imao tri hidrodinamiĉka sloja, 
pri ĉemu slabije propusni meĊusloj nije imao 
kontinualno rasprostranjenje u oblasti obuhvaćenoj 
modelom. Predmetni bunar je na modelu simuliran 

detaljno i hidrauliĉki realno, kao bunar sa horizontalnim 

drenovima, dok su okolni bunari na modelu zadati kao 

hidrauliĉki ekvivalentni vertikalni bunari velikog 
preĉnika. Graniĉni uslov kojim je predstavljena reka 
Sava je podrazumevao zadavanje realne geometrije 

njenog korita, u skladu sa rezultatima terenskih 

ispitivanja. Za simulirane hidrogeološke i 
hidrodinamiĉke uslove, sprovedena je parametarska 
analiza zavisnosti poĉetnog kapaciteta bunara od broja i 
duţine drenova, njihovog poloţaja u profilu izdani, kao 
i od filtracionih karakteristika sedimenata meĊusloja.  
 

Na osnovu formiranog 3D hidrodinamiĉkog modela 
(primenom metode konaĉnih razlika), autori [23] 

razmatraju prednosti izrade bunara sa horizontalnim 

drenovima u aluvijalnoj izdani male debljine u odnosu 

na vertikalne bunare. Koliĉina zahvaćenih podzemnih 

voda je definisana za razliĉite hidrološke uslove 
vodotoka i interferenciju uticaja rada bunara. Kao što je 
to već uobiĉajeno, autori koriste koeficijent 
provodljivosti drenova da matematiĉkim putem 
predstave razmenu podzemnih voda izmeĊu izdani i 

drenova. U modelu je ukljuĉena komponenta toka 
podzemnih voda koja se odnosi na kretanje kroz same 

drenove, pri ĉemu su analizirana tri karakteristiĉna 
reţima kretanja voda (laminarni, prelazni i turbulentni). 
Analizirane varijante su obuhvatile simulaciju 12 i 16 

bunara, pri ĉemu je sniţenje nivoa podzemnih voda u 
bunarima isto kod svih bunara i zajedniĉko za obe 
varijante konfiguracije vodozahvatnih objekata na 

izvorištu. Iako autori ne navode pristup predstavljanja 
bunara na modelu, na osnovu predstavljenih graniĉnih 
uslova i prikaza rezultata proraĉuna u vidu karte 
sniţenja nivoa podzemnih voda, moţe se zakljuĉiti da su 
bunari simulirani kao hidrauliĉki ekvivalentni vertikalni 
bunari sa zadatom vrednošću pijezometarskog nivoa 

(slika 8). Dodatno, bunar sa horizontalnim drenovima 

nije predstavljen jednim vertikalnim bunarom velikog 

preĉnika, već veći broj vertikalnih bunara simulira rad 
jednog bunara sa drenovima.  
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Slika 8. Grafiĉki prikaz rezultata proraĉuna sniţenja 
nivoa izdani na numeriĉkom modelu nastalog radom 16 

bunara (JiaLu et al., 2013) 

 

Autori [43] i [44] su saglasni sa stavom prethodno 

navedenih istraţivaĉa da rešavanje zadataka iz oblasti 
horizontalnih vodozahvatnih objekata treba da obuhvati 

sve tri komponente ili domena procesa kretanja 

podzemnih voda: kretanje podzemnih voda u izdani 

izvan zone uticaja bunara, kretanje u zoni uticaja bunara 

sve do ulaska podzemnih voda u filtersku konstrukciju i 

kretanje unutar same bunarske konstrukcije (slika 9). Na 

dvoslojevitom hidrodinamiĉkom modelu je analiziran 

specifiĉan vodozahvatni objekat – horizontalno i 

vertikalno zakrivljen bunar, odnosno cevna drenaţa. 
Model je formiran primenom metode konaĉnih razlika. 
Mreţa diskretnih polja kvadratnog oblika je imala 
promenljivu diskretizaciju (od 100x100 m u delu 

spoljnih kontura modela, do 10x10 m u zoni bunara). 

Vremenska diskretizacija je, takoĊe, bila promenljiva: 
osnovni vremenski korak je trajao sedam dana, dok je za 

potrebe simulacije šestodnevnog opitnog crpenja bunara 
vremenski korak skraćen na svega 15 min. Doticaj u 

bunar je predstavljen preko koeficijenta provodljivosti, 

tj. koeficijenta otpora bunara, matematiĉkim izrazom 
koji koriste autori [31]. Budući da su tri komponente 
toka podzemnih voda koje su obuhvaćene simulacijom 
na modelu u interakciji (izvan uticaja bunara, u zoni 

uticaja bunara i u unutrašnjosti samog bunara), svaka od 
njih je odreĊivana sprovoĊenjem iterativnog postupka 
sve dok nisu dobijena rešenja koja zadovoljavaju 

kriterijume usklaĊenost izmerenih i proraĉunskih 
vrednosti analiziranih veliĉina. Konaĉno, autori su 
mišljenja da pretpostavka ravnomernog doticaja 
podzemnih voda u horizontalni bunar/drenaţu nije 
opravdana, kao što nije opravdan ni ravnomeran nivo 

unutar vodozahvatnog objekta ovog tipa sa većom 
duţinom i manjim preĉnikom cevi. Samim tim, graniĉni 
uslov treće vrste je najreprezentativniji matematiĉki 
prikaz realnog stanja. 

 

 

 

Slika 9. Prikaz tri domena reţima podzemnih voda na 

numeriĉkim modelima: (a) reţim analiziranog dela 
terena, (b) reţim pod uticajem rada bunara, (c) reţim 
unutar samog bunara (Rushton & Brassington, 2013) 

 

U radu [11], autori predstavljaju metod za simulaciju i 

analizu uticaja hidrauliĉkih gubitaka nelinearnog toka 
podzemnih voda unutar horizontalnog vodozahvatnog 

objekta (u opštem sluĉaju) na raspodelu doticaja 
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podzemnih voda iz izdani u vodozahvatni objekat, duţ 
njegove filterske konstrukcije. Autori primenjuju 

utvrĊenu metodologiju na primeru bunara sa 
horizontalnim drenovima. Analizirana je veliĉina 
doticaja u drenove hipotetiĉkog bunara na kojem postoje 

tri horizontalna drena (duţine 50 m), u sluĉaju bez 
uticaja otpora na raĉun trenja i sa ukljuĉenim efektom 
ovog hidrauliĉkog otpora. Rezultati ukazuju da uticaj 
unutrašnjeg otpora na raspodelu doticaja moţe biti 
znaĉajan i u sluĉaju bunara sa horizontalnim drenovima, 

a ne samo kod horizontalnih bunara i drenaţa, kao u što 
je to bio sluĉaj u prethodno analiziranim istraţivanjima. 
 

Autori [10] su analizirali razlike izmeĊu razliĉitih 
generacija MODFLOW numeriĉkog koda 
(MODFLOW–NWT i MODFLOW–USG), zatim 

numeriĉkih paketa za simulaciju bunara sa 
horizontalnim drenovima (Multi–Node Well, MNW i 

Connected Linear Network, CLN), kao i razliĉite 
pristupe dodatnoj diskretizaciji modela lokalno u zoni 

bunara (Telescopic Mesh Refinement i Nested Grid). 

Autori su zakljuĉili da su MODFLOW–USG program sa 

više raspoloţivih tehnika lokalne diskretizacije domena i 

CLN numeriĉki paket za simulaciju drenova, ukljuĉujući 
i efekte unutrašnjeg hidrauliĉkog otpora i razliĉitih 
reţima toka podzemnih voda unutar drenova, optimalan 

raĉunarski „alat“ potreban za verodostojnu numeriĉku 
simulaciju bunara sa horizontalnim drenovima.  

 

Na bazi zakljuĉaka do kojih su došli [10], autori [6] su 

upotrebom CLN paketa za simulaciju realnog bunara sa 

horizontalnim drenovima (bunar RB–46 na 

beogradskom izvorištu podzemnih voda) vršili 
ispitivanje promene hidrauliĉkih karakteristika drenova 
na raĉun procesa starenja. Formirani hidrodinamiĉki 
model je imao sedam slojeva, ĉija je geometrija 
dobijena kroz izradu detaljnog 3D hidrogeološkog 
modela. Pri tom, slabije propusni meĊuslojevi nisu 
zadati kontinualno u zoni šest bunara koji su obuhvaćeni 
modelom, već u skladu sa rezultatima litostratigrafske i 

hidrogeološke geostatistiĉke analize. Diskretna polja su 
bila kvadratnog oblika, dimenzija 16x16 m, uz dodatnu 

lokalnu diskretizaciju u široj zoni geometrijski i 

hidrauliĉki realno simuliranog bunara. Pogušćavanje je 
izvršeno primenom pravougaone umetnute mreţe (eng. 
quadtree refinement tehnika), sve do polja dimenzija 

2x2 m. Unutrašnji graniĉni uslov je bio uslov 

ravnomernog nivoa, dok su otpori na trenje unutar 

konstrukcije drenova zanemareni. Drenovi su simulirani 

pristupom hidrauliĉki ekvivalentne propusnosti, tj. 

filtracionih karakteristika i debljine prifilterske zone. 

U radu [28], autori su vršili komparaciju upotrebe 
strukturiranih i nestrukturiranih mreţa na 
hidrodinamiĉkom modelu. U te svrhe, dva 
hidrodinamiĉka modela sa istim parametrima sredine i 
graniĉnim uslovima su izraĊeni u dvema numeriĉkim 
metodama – metodi konaĉnih razlika i metodi konaĉnih 
zapremina. Kao drugi deo sprovedenog istraţivanja, 
autori su vršili optimizaciju geometrije bunara sa 
horizontalnim drenovima procenom uticaja duţine 
drenova, ugla izmeĊu drenova i broja drenova, a sve u 
cilju ostvarivanja što manjeg sniţenja nivoa podzemnih 

voda. Hidrodinamiĉkim istraţivanjem su analizirana dva 
tipa bunara: uobiĉajeni bunar sa horizontalnim 
drenovima i specifiĉni, kombinovani horizontalni bunar 
(koji se sastoji iz jednog duţeg horizontalnog bunara, iz 
kojeg su pod uglom u planu bušena po dva kraća 
lateralna bunara, pri ĉemu postoji više nizova takvih 
kraćih bunara; ovakvi bunari su prisutni u industriji 
eksploatacije nafte i gasa, gde su poznati kao eng. 

fishbone wells). Iako je analiziran hipotetiĉki bunar sa 
horizontalnim drenovima, usvojena je neuobiĉajeno 
velika duţina drenova (200 m). U strukturiranom 
modelu, korišćena je mreţa diskretnih polja kvadratnog 
oblika. U sluĉaju nestrukturirane mreţe, korišćeni su 
tzv. Voronojevi poligoni. Budući da je diskretizacija 
strukturirane mreţe bila gruba, tj. dimenzije polja 
isuviše velike, proraĉun na modelu bunara sa 
horizontalnim drenovima je rezultirao znatno višim 
nivoima podzemnih voda u odnosu na finije 

diskretizovanu nestrukturiranu mreţu, primenjenu kod 
kombinovanog horizontalnog bunara. Razlog ovakvog 

stanja je taj što neadekvatnim dimenzijama polja ne 
mogu biti ostvareni strmi gradijenti nivoa izdani u zoni 

drenova bunara i izraţeni 3D karakter strujanja. 
 

Hidrodinamiĉka istraţivanja bunara beogradskog 
izvorišta upotrebom MODFLOW–USG koda i CLN 

numeriĉkog paketa su nastavljena uporednom analizom 
prognoziranih efekata formiranja novih drenova na dva 

bunara i to na koti postojeće lepeze i na dubini većoj u 
odnosu na kotu postojećih drenova, [7]. Formiranje 

hidrodinamiĉkih modela je rezultiralo definisanjem 

potencijala lokacija na kojima su bunari izgraĊeni u 
pogledu koliĉina podzemnih voda koje se mogu 

zahvatati optimalnim reţimom eksploatacije bunara. 
 

Na primeru bunara sa novoutisnutim drenovima RB–16, 

autori [38] analiziraju uticaj propusnosti sedimenata 

reĉnog dna na strujanje podzemnih voda prema bunaru. 
Isti bunar je bio predmet hidrodinamiĉkih ispitivanja 
tokom 2017. godine [39], kao i 2018. godine [13] sa 
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aspekta definisanja metodologije odreĊivanja kapaciteta 
bunara u zavisnosti od vrednosti maksimalno 

dozvoljenih ulaznih brzina podzemnih voda u drenove, 

koje proizilaze iz parametara indikatora procesa 

biohemijskog kolmiranja.  

 

Autori [8] su nastavili sa istraţivanjima uzroka i 
dinamike starenja bunara putem analize promene 

hidrauliĉkih karakteristika drenova. Istraţivanje je 
zapoĉeto prethodnim analiziranjem efekata rada pet 
bunara na kojima su u periodu 2005–2008. godine 

utisnuti novi drenovi. Zatim je jedan od pet bunara 

(bunar RB–5m) odabran za detaljna hidrodinamiĉka 
istraţivanja, koja su realizovana izradom numeriĉkog 
modela. Na modelu su simulirani ostvareni i registrovani 

efekti rada bunara tokom desetogodišnjeg perioda 

eksploatacije podzemnih voda. Po prvi put u praksi 

hidrodinamiĉkih istraţivanja ovog tipa vodozahvatnog 

objekta u Srbiji, kvantifikovan je uticaj hidrauliĉkih 
gubitaka unutar drenova. UtvrĊeno je da su stvarni 
uzroci starenja obnovljenih bunara višestruki, tj. da nisu 
vezani samo za prirodne uslove vodonosne sredine 

(sadrţaj rastvorenog gvoţĊa u zahvaćenim podzemnim 

vodama) i vrednosti ulaznih brzina podzemnih voda na 

konturi drenova, kao što se to prethodno smatralo. 
Autori su utvrdili da su na drenovima analiziranog 

bunara prisutna dva razliĉita oblika kolmiranja – 

mehaniĉko i biohemijsko. Uzrok mehaniĉkog 
kolmiranja je vezan za kvalitet samih drenova, tj. 

ugraĊenog filterskog zasipa i dimenzija otvora na 

filterskoj konstrukciji drenova. Na ovaj naĉin narušena 
hidrauliĉka sposobnost drenova je predisponirala dalji 
razvoj starenja bunara, putem taloţenja gvoţĊa u 
pornom prostoru prifilterske zone, koju predstavlja 

filterski zasip drenova. Autori su predloţili nov naĉin 
izraţavanja hidrauliĉke funkcionalnosti drenova, koji se 
moţe primeniti i na drugim vodozahvatnim objektima u 

intergranularnoj poroznoj sredini (vertikalnim i 

horizontalnim bunarima, drenaţama), kao i nov pristup 

kvantifikovanja procesa starenja bunara putem 

numeriĉke hidrodinamiĉke analize. 

 

4.  DISKUSIJA I ZAKLJUČAK 

 

Numeriĉko hidrodinamiĉko modeliranje je 
nezamenljiva metoda rešavanja praktiĉnih i 
istraţivaĉkih zadataka u oblasti eksploatacije i zaštite 
resursa podzemnih voda u izdani zbijenog tipa i 

izvorištima na kojima se zahvatanje podzemnih voda 
vrši preko bunara sa horizontalnim drenovima. Rad 

predstavlja pokušaj da se prvenstveno istraţivaĉima 

u Srbiji bliţe predstavi istorijat i razvoj 
hidrodinamiĉkih istraţivanja bunara sa horizontalnim 
drenovima, imajući u vidu da se bunarima ovog tipa 
dominantno vrši eksploatacija podzemnih voda na 
izvorištima Beograda i Novog Sada, kao najvećim u 

okviru izdani zbijenog tipa i sa aspekta koliĉine 
zahvaćenih podzemnih voda.  
 

Uobiĉajeno je da se bunari sa horizontalnim 
drenovima u okviru analitiĉkih i numeriĉkih modela 
predstavljaju preko unutrašnjeg graniĉnog uslova 
ravnomernog proticaja (eng. Uniform Flux Boundary 

Condition) ili graniĉnog uslova ravnomernog 
pijezometarskog nivoa unutar drenova (eng. Uniform 

Head Boundary Condition). Graniĉni uslov 
ravnomernog nivoa je zahtevno matematiĉki 
inkorporirati u analitiĉkim modelima, zbog ĉega se 
po pravilu koristi manje verodostojan uslov 

ravnomernog proticaja, tj. doticaja duţ filterske 
konstrukcije bunara. U sluĉaju numeriĉkih metoda u 
oblasti hidrodinamiĉkih istraţivanja bunara sa 
horizontalnim drenovima (i uopšteno horizontalnih 
bunara) takvo ograniĉenje ne postoji, što je jedna od 
najsnaţnijih preporuka njihove upotrebe. 

 

U rešavanju kompleksnih problema u oblasti 
dinamike podzemnih voda, a takvi su gotovo bez 

izuzetka svi realni uslovi terena, umesto analitiĉkog 
matematiĉkog pristupa (kojim se mogu simulirati 

samo pojednostavljeni, hipotetiĉki uslovi) potrebno 
je primeniti numeriĉki pristup za opisivanje sloţenih 
graniĉnih uslova, sloţene geometrije šematizovanih 
delova hidrogeološke sredine i prostorno 
promenljivih vrednosti hidrogeoloških parametara  

vodonosne sredine u okvirima analiziranog prostora 

obuhvaćenog modelom.  
 

Rezultati hidrodinamiĉkih istraţivanja sprovedenih u 
oblasti bunara sa horizontalnim drenovima, 

predstavljenih u ovom radu, ukazuju da treba teţiti 
sagledavanju i analizi sva tri aspekta kretanja 

podzemnih voda: pod uticajem izvora prihranjivanja 

i dreniranja izdani izvan zone uticaja bunara, u zoni 

uticaja rada bunara i kretanja unutar samog bunara. 

Istraţivanja realizovana u poslednje dve decenije 
daju snaţnu preporuku za primenom hidrauliĉki 
realnog umesto hidrauliĉki ekvivalentnog pristupa 

predstavljanja bunara na hidrodinamiĉkim modelima. 
Ovaj pristup podrazumeva ukljuĉivanje otpora i 

aspekta kretanja podzemnih voda unutar samih 

drenova u okviru numeriĉke hidrodinamiĉke analize.  
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Proces filtracije podzemnih voda kroz poroznu, 

vodonosnu sredinu i prifiltersku zonu drenova se ne 

završava na konturi drenova (odnosno bunara u 
opštem sluĉaju). Na putu daljeg toka podzemnih 
voda, dodatni gubici se javljaju na ulasku podzemnih 

voda u otvore na filterskoj konstrukciji drenova, kao 

i unutar samih drenova. U praksi numeriĉkih 
modelskih hidrodinamiĉkih istraţivanja, po pravilu 
se ne raspolaţe podacima potrebnim za definisanje 
uticaja svih vrsta hidrauliĉkih gubitaka vezanih za 
kretanje podzemnih voda unutar drenova (ili je ono 

znaĉajno samo sa teorijskog, a ne i praktiĉnog 
aspekta). MeĊutim, gubitke na trenje o zidove 
filterskih cevi, kao dominantne po uticaju na pad 

pijezometarskog nivoa unutar drenova, moguće je 
zadovoljavajuće aproksimativno kvantifikovati. U 

tom smislu, prvi koraci u oblasti hidrodinamiĉkog 
modeliranja kretanja podzemnih voda pod uticajem 

rada bunara sa horizontalnim drenovima na izvorištu 
Beograda su napravljeni. 
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Summary 

 

An overview of select hydrodynamic investigations by 

numerical methods for the simulation of groundwater 

flow to radial collector wells is presented in the paper. 

The most important aspects of hydrodynamic modeling 

are discussed with reference to mathematical and 

hydraulic treatment, as well as numerical simulation. 

The methodology includes the selection of: (a) boundary 

conditions to simulate natural conditions, sources of 

recharge and aquifer drainage; (b) the level of spatial 

discretization of the model domain in plan view and 

elevation; (c) numerical methods and modeling codes 

and packages for the simulation of lateral screens, along 

with techniques for specifying laterals; and (d) inner 

boundary conditions that more-or-less effectively 

approximate real conditions. The theory of horizontal 

well hydraulics recognizes the selection of the inner 

boundary condition as the most important challenge. 

Even though at a relatively small distance from the 

lateral the difference between a boundary condition of 

uniform flow to the lateral and uniform hydraulic head 

inside the lateral is virtually negligible, the 

investigations analyzed in the paper reflect the dominant 

position that uniform head within the lateral is the 

hydraulically more adequate boundary condition. In 

view of the numerous hydraulic resistances associated 

with the laterals (in their near-screen zone, at the screen 

slots and within the laterals), and the interactions among 

the laterals of a single well, neither the flow to the 

lateral nor the head on the outer contour or within the 

lateral are linear or uniform. As such, a mixed-type 

boundary condition is the closest approximation of real 

conditions. Consequently, the focus should be on 

including and analyzing the dominant hydraulic 

resistances along the groundwater flow path through the 

laterals to the well caisson. 
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